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Resumen

Una operad es una abstracciéon de la idea de operacién, y como en teoria de grupos, las éperads
son de interés cuando nos concentramos en ejemplos particulares, tales como la éperad de los little
cubes, la éperad de posets finitos o la 6perad del asociahedro.

Nuestro objetivo es estudiar la teoria de operad y sus aplicaciones a la combinatoria.

1 Definiciones

Una 6perad [2] es una coleccién de conjuntos {O(n) }nen junto con reglas de composicion o; tales
que o; : O(n) x O(m) — O(n +m — 1). Cada elemento de O(n) puede ser representado como un
arbol, y la composicion equivale a hacer injertos en una de sus ramas. Estas operaciones se deben

de comportar de forma intuitiva, es decir, se debe de respetar las operaciones que esperariamos
poder hacer al momento de injertar arboles en ramas de otros.
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Ficura 1. Composicién.

De forma concreta, la composicion cumple que:
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Para todo f € O(n), g € O(m) y h € O(p). Junto con la identidad 1 € O(1) tal que para toda
f€0(n)y1l<i<n tenemos que
loyf=fol=f

Por ejemplo, la éperad de endomorfismos, dado un conjunto X definimos Endy = {Endx(n)}nen,
donde Endx(n) denota el conjunto de funciones de X™ a X, bajo la operacién de composicién
usual de funciones.

Una dlgebra o representacién sobre la 6perad [2] es un conjunto X y una coleccién de funciones
¢n : O(n) — Endx(n), que respeta las operaciones de composicién y a la identidad. Esto es,
»m(l)=1y:

(anrmfl(p O Q> = ¢n(p) 04 ¢m(Q>
Para todo p € O(n), ¢ € O(m) y 1 <i <n.



2 Ejemplos
Operad de simplices topoldgicos
Podemos representar distribuciones de probabilidad finitas con los n-simplejos, es decir:

A= A{(p1, o pn) ERMO<pi <1,) p =1}

i=1
Ademas, si consideramos la operacién de composicién o; : A, X A,, = A, 1,1 definida por

pPoigq= (pla <y Piq1,y -y PDiQm, Pi+1, 7pn)
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F1GURA 2. Representacién en R”

Vemos que A = {Ay,...}, junto con o; forman una 6perad. Mas ain, si X = R y definimos
Endg(n) = Top(R",R) el espacio de funciones continuas de R” a R con la topologia producto,
podemos dar una representacién de A por medio de las funciones continuas ¢, : A,, — Endg(n)
dada por ¢,(p)(z) := (p,x) = > | pix;. Pues si denotamos por x al vector (21, ..., Tpim—1):

¢n+m 1 poz q Zpkxk +p1 ZQkxk—H 1+ Z PrTmik—1 = ((bn( ) Z¢m(Q))(X)

k=i+1
Y ademéds ¢;(1)(z) = x para todo x € R.



()perad de los little cubes

Dado un k € N fijo, la éperad de los k-cubos es la coleccion {O(n)},en, donde O(n) es el espacio

de todas las configuraciones de n rectangulos de dimensién k contenidos en el k-cubo unitario, con
interiores disjuntos (bajo la topologia usual de R¥). Formalmente:
La 6perad de los d-little cubes E, es la coleccion {Eg4(n) }ren v Eq(n) es el espacio de configuraciones
de n cubos de dimensién d que estdn contenidos en el cubo unitario [0,1]¢. Un punto p € E4(n)
es una n-tupla, de fi, ..., f, : [0,1]* —= [0,1]% donde f; = (¢}, ..., g3) v g : [0,1] —= [0,1] son de la
forma g;(t) =at+b. Y ademas, los interiores de los cubos de cada f; son disjuntos dos a dos. Una
representacion natural de E; se da cuando se considera el espacio

] 7 Gl
(&

Y

EE@[%
3 ] @

——

FicuraA 3. Composicion de little cubes

La representacién mas famosa de esta 6éperad fue la motivacién para la definicién y estudio de las
6perads. Dado un espacio topolégico X y xy € X, el espacio de lazos (2X es el conjunto de todas
las funciones continuas f : [0,1] — X tales que f(0) = f(1) = x¢. Es decir, son funciones que
transforman el intervalo [0, 1] a un lazo en X. Ademds, podemos iterar este proceso para obtener
QX = Q(Q41X), que puede ser descrito como el conjunto de funciones [0, 1] — X que mapean
la frontera a xy y son continuas.

FIGURA 4. Puntos en QX

La representacion que conseguimos consiste en asignar a cada configuracion de n cuadrados,
una nueva funcién [0,1]% — X, que utiliza a cada rectdngulo interior como dominio de un lazo
A € Q4X y el espacio restante de [0,1]¢ de la configuraciéon lo manda a xy. Més concretamente,
dada una configuracién (fi,..., f,) € Eq(n) y n lazos \; € Q2X, definimos A : [0,1]? — X por

Mim(gy = Xio fi1y Mpyaurm(s,) = Zo.



()perad de posets finitos

Un poset (partial ordered set) es un par (A, <), donde A es un conjunto y < es una relacién de
orden estricta, es decir, es antisimétrica y transitiva. En particular, un poset finito es cuando el
conjunto A es finito, a continuacion se presentan algunos ejemplos.

L {r<y<w,z<z<w}

2. {r<y,z<w,z<u}

3.(n)={l<2<..<n}
Una forma grafica y til de representar un poset es por medio del diagrama de Hasse [3], es decir,
un grafo dirigido (A, E), donde E = {(p,q) € A| p < g ynoexiste r € Aconp < r < q} es el
conjunto de aristas y A el conjunto de vértices, con la convencién de que en dos puntos conectados,
el de la izquierda es el menor de ellos. Observe que la condicién de que no exista un elemento entre
Py q es conveniente, ya que si p < ¢y g < r, por transitividad se sigue que p < r, por lo que no
es necesario escribir la arista de p a r, esto facilita la lectura del diagrama.

y x 9

Ejemplo 1 Ejemplo 2
FiGURA 5. Diagramas de Hasse.
Los posets forman una éperad de forma natural al considerar una operaciéon de composicién que

inserta un poset en lugar de un elemento de otro, pasando de un poset de n elementos a uno de
n 4+ m — 1 al insertarle un poset de m elementos.

FicuraA 6. Composicion de posets
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Una funcién f : P — @ entre 2 posets (P, <p) y (Q,<g) se dice que preserva el orden si
f(z) <¢@ f(y) cuando = <p y. Una pregunta natural es ;cuantas funciones f : P — (n) que
preservan el orden hay?

Veamos los siguientes ejemplos:

1. Si P es el poset de la figura 1, entonces hay 20 funciones f : P — (5) que preservan el orden.

2. Si P es el poset de la figura 2, entonces hay 450 funciones f : P — (6) que preservan el
orden.

3. Si f: (m) — (n) con m < n, hay exactamente (").

Para el estudio del comportamiento del conjunto de funciones que preservan el orden, es util el
uso de funciones generadoras. En [1] se define la funcién generatriz de la sucesién (2°(X)(n)uen,
donde Q°(X)(n) representa la cardinalidad del conjunto A, definida por R. Stanley [4], llamada
la serie estricta de orden de X.

C(X) =) X)(n)"

En el caso de cadenas (n), tenemos el siguiente resultado:

n

-5 (e e

k=n

Dado dos posets P, (), definimos dos operaciones:

La concatenaciéon P x Q) = (P U@, <), donde u < v si u,v € Py u <p vouv € Qy
u <g vy ademds, si u € P entonces v < v para todo v € . Y la unién disjunta de dos posets,
PUQR=(PUQ,<),dondeu<vsiu,ve Pyu<pvouveQyu<guv, esto es, consiste en el
poset cuyo diagrama de Hasse es la unién de grafos de los diagramas de Hasse de P y Q. A partir
de estas operaciones podemos generar posets extensos a partir del mas simple posible, (1).
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FI1GURA 7. Operaciones en posets

Podemos hacer coincidir a las series generadoras con las operaciéon de concatenacién con la
siguiente definicion:

((X) = C(Y) = ((X)¢(Y)(1 — )
Esta representacion en series de potencias de un poset nos da una algebra sobre la operad, pues
es facil ver que nuestro elemento de O(1), el poset de un solo elemento, tiene como serie estricta

¢(1)=> na"



Ademas, tenemos un resultado [1] muy 1til en el célculo de dichas series:

C((m)) * C({m)) = C((n) x (m)) = C((n)) (1 = z)((m))

Demostracion. Un célculo directo nos lleva a

C((n)) * ¢({m)) = m(l - $)m
xn+m
=(((n+m))

Por tanto, basta ver que (n+m) ~ (n) * (m), este isomorfismo es el de sus diagramas de Hasse.
Para esto, es necesario una biyeccion entre los conjuntos de puntos que conserve las aristas, por
ejemplo f(i) =i € (n)parai <n+1y f(i)=i—n € (m) paran<i<n+m+1

O

Para la operacién de unién disjunta, tenemos el siguiente resultado [1]

) ue(m) =3 (" 75 (3ot

k=0
Por 1ultimo, una aplicacion de los resultados.

Sea P el poset del ejemplo 1, note que P = (1) = ({1) U (1)) % (1), por lo que podemos calcular su
serie de orden estricta:

C(P) = ¢((1)) = (1) b (1)) * (1))
= (€L U (L))

= C((3)) +2¢((4))
= (2° + 42" +102° + ...) + 2(z* + 52° + ...)
= 2% + 42" 4+ 202° + ...

Si consideramos el coeficiente de x°, tenemos que hay 20 funciones que preservan el orden sobre
P, como se habia dicho anteriormente.
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